D. POLYNOMFUNKTIONEN

D1. Begriff und einige Eigenschaften

Wir beginnen gleich mit der allgemeinen Definition:

Definition. Es sei n € N und es seien ag, a1, as, - - -, an_1, an feste reelle Zahlen, wobei a, # 0.
Eine Funktion mit einer Gleichung der Form

Y= apT"™ + ap_ 12" 4 -+ agx?® + arx + ag

heisst eine | Polynomfunktion n-ten Grades oder auch ganz-rationale Funktio
Die Zahlen ag, a1, ao, -+ -, an_1, a, heissen die Koeffizienten der Polynomfunkti
fizient a,, heisst Hdochstkoeffizient (z™ ist die héchste vorkommende Potenz d den
ten ag bezeichnet man als konstantes Glied. Die Funktion, die nur aus dem
besteht, also y = ag, wird héufig als Polynomfunktion O-ten Grades,betrach

Beispiele Begriff der Polynomfunktion
a. y =22 —522+ 2+ 13

Polynomfunktion 3. Grades mit dem Hochstkoeffiziente
enten as = ,a1 = und dem konstanten Glied ag

, den weiteren Koeffizi-

b. y=a%+42% - 0522+ 7

Polynomfunktion  Grades mit dem H6chstkoeffizi , den weiteren Koeffizien-

tenas = ,aq4= ,az3= ,ay= em konstanten Glied ag = .

Polynomfunktionen 1. und 2. Grades sind uis
die Koeffizienten gewthnlich ohne Indizes

y=axr+b Eine Polynom Grades ist eine lineare Funktion.
y =ax’+br+c Eine Polynom i

In der Mathematik u dungen spielen Polynomfunktionen eine ganz wichtige
Rolle. Einerseits sind sie r i ie basieren auf den Operationen Addition und Multi-
plikation), andererf§ei gend allgemein, um mit ihnen grosse Klassen von kom-

plizierteren Funkti

konnen. Dieser Sac ird‘ganz am Schluss unserer Theorie (Seiten 44-46) noch etwas ge-

mit der Ableitung von Polynomfunktionen befassen, wollen wir

b. y=g557 +%:c3— %a:Q— %.w—l c. y:—%x5+§x3—2x+2

by by

VA

26 © KW

=
+
—

—_—
—
=V



Der Definitionsbereich einer Polynomfunktion ist stets R. Es gibt also keine Definitionsliicken
und somit auch keine Pole (und fiir jeden Grad n>1 sind keinerlei Asymptoten vorhanden).
Kurzum: Der Graph einer Polynomfunktion benimmt sich 'ganz brav’. Was das Verhalten fiir
betragsmiissig grosse x betrifft, so ist in gewisser Weise eine Abschéitzung moglich:

Wir erldutern dies anhand des Beispiels a (Riickseite unten). Im Funktionsterm wird das
Glied mit der hochsten Potenz ausgeklammert:

1, 48 16
- S ) Yoy g (1———— —)
= e = O S

Strebt nun z gegen +oo, so strebt der Klammerterm gegen 1. Demnach hat fii
die Funktion y= %w:)’ — %xQ— 2x+4 dieselben uneigentlichen Grenzwerte
betragsmdassig grosse x dominiert das Glied mit der hdchsten Poten

2!
Die Graphen von Polynomfunktionen kénnen Symmetrien aufweisen, Wo%
zu erkennen sind. Beispiele sollen den diesbeziiglichen allgemeinen Satz vor

Beispiele Symmetrieaspekte bei Polynomfunktionen

a.f:yz%m4—m2+4

= 55(—a)' = (-2)* +4

_ 1.4 .2 _

Da alle Exponenten von f(x) gerade
Graph f symmetrisch beziiglich der y

— (2 = §(=2) ~ (-a)

_ _ 1.5 1.3 _
=~ + §2° + = = [

Da alle Exponenten von f(z) ungerade sind,
ist Graph f symmetrisch beziiglich des Ur-
sprungs. (Beachte: » = 1)

Gleich wie in diesen Beis an ganz allgemein: Ist y = f(x) eine Polynomfunk-
tion und sind alle ent gerade/ungerade, so ist Graph f symmetrisch beziig-
lich y-Achse/Ursp Man zeigen, dass auch die Umkehrung gilt. Wir fassen im fol-
genden Satz zusamm

Satz (Sy von Polynomfunktionen). Fiir eine Polynomfunktion y= f(x) gilt:

f(z) sind gerade. < Graph f ist symmetrisch bzgl. y-Achse.
on f(x) sind ungerade. < Graph f ist symmetrisch bzgl. Ursprung.

r Ableitung von Polynomfunktionen:

eitung einer Polynomfunktion

_. Wir verwenden die Definition der Ableitung:

;o @+ R) —7(x+ k)5 —3(x+h)+1] — [25 — T2 — 32 + 1]
y = fm h -

Im Prinzip muss man ausmultiplizieren, wobei die binomische Formel zu verwenden ist.
Der entstehende Term ist dann zu vereinfachen. Da sich der Arbeitsaufwand mit Hilfe von
sogenannten Ableitungsregeln drastisch reduzieren lisst, sei auf die Rechnung verzichtet.
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D2. Erste Ableitungsregeln

Als erstes betrachten wir Potenzfunktionen y = 2™ mit n € N:

y=z'=2 — 3 =1 (Tangentensteigung=Steigung der Geraden)

y = 22 — ¢y =2z (Beispiel b, Seite 18)

y =’ — oy =322 (Beispiel d, Seite 11, sowie Aufgabe 13a, Seite 63)
Aufgrund dieser Spezialfille ist allgemein folgende Regel zu vermuten:

Potenzregel

Den Exponenten als Faktor nach vorne bringe
um 1 kleineren Ezponenten schreiben.

Beweis. Ausgehend von der Ableitungsdefinition beniitzen wir die binor‘he For

et (e (e
h—0 h h—0 h

= lim [(’11)9;”*1 + (5)a" 2h 4+ () zh" 2 + h"*l] -

Die folgenden drei Ableitungsregeln sind fiir beliebige diff
und y = g(x), also nicht nur fiir Polynomfunktionen giiltig:

Summenregel

M

Beweis. Der Differenzialquotient der Summen ion‘ldasst sich mit Hilfe eines Grenzwert-
satzes (Summensatz) als Summe von

[f(z+h)+g(z+h)] = [f(

y = lim

(Tt~ ) gt h) gl
o ()

Regel iiber den
in konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten.
langt ein Grenzwertsatz (Konstantensatz) zur Anwendung:
flz+h) - f(z) [z +h)— fz) /
¢ h “ i h f@) o
FEin konstanter Summand fallt beim Ableiten weg.
Beweis. Wir verzichten hier auf einen algebraischen
Beweis, denn der Sachverhalt ist schon auf- : Graph y=f(x)+c¢
grund der nebenstehenden Skizze klar. :
, Graph y = f(x)
i ; D
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Mit diesen Ableitungsregeln konnen nun Polynomfunktionen abgeleitet werden. Keinesfalls
sollte man dabei den TR verwenden, denn der Aufwand fiir das Eintippen der Funktion und
das Abschreiben der Ableitungsfunktion ist im Vergleich zur sehr einfachen Handrechnung
unverhéltnisméssig gross.

Beispiele Anwendung der Ableitungsregeln

a. Zuerst betrachten wir das abgebrochene Beispiel (Seite 27 unten):

b. Bestimme die Ableitungen folgender Polynomfunktionen:

y=a94+924 —522 -6 — 3y =

y=@+1)@-4) = - Y=

c. Leite nach x ab:

y=az*—br+cx—d — y =

Sy — y/:

y =3p3z3 4+ ¢*2? —r

D3. Gleichungen n-ten Grades

Beim Umgang mit Polynomfunktionen n-ten Guédes werden wir immer wieder auf Gleichun-
gen n-ten Grades stossen. Die folgenden Spezialfille kennert wir bereits (es ist je a #0):

ax+b=0 Gleichung 1. Grades ist eine lineare,Gleichung. Sie hat eine Losung: x = ——.
a

ar?+bx+c=0 Gleichung 2. Grades fist eine quadratische Gleichung. Auflésungsformel:

—ba b — dac
T= .
2a
Im Reellen hat die Gleichung zwei, eine oder keine Losung.

Definition. Eine WchunMﬁmdes entsteht, wenn man in der Funktionsgleichung
einer Polynomfunktionyn-ten Grades y =0 setzt:

anT™ g 12+ aa® +a1x +ag =0 (a, #0).

Besitzt einé Gleichungen n-ten Grades immer Losungen und gibt es eine Auflésungsformel?
@ E. Gauss, eifier der grossten Mathematiker aller Zeiten, befasste sich eingehend mit Glei-
chungen n-ten Grédes. Er erkannte, dass eine befriedigende Theorie nur méglich ist, wenn man
den Bereich der reellen Zahlen erweitert. Seine Untersuchungen gipfelten in einem Satz, den
man als .,'amentalsatz der Algebra (1799) bezeichnet. Der Fundamentalsatz besagt, dass
jede Gleighung n-ten Grades im Bereich der sogenannten komplexen Zahlen mindestens eine
Lésung besitzt. Zwar ist dadurch die Existenz von Lésungen sichergestellt, wie man sie findet,
dariiber macht der Satz keine Aussage. Etwas spéter, in der ersten Héilfte des 19. Jahrhun-
derts, konnte gezeigt werden, dass sich die Losungen einer allgemeinen Gleichung mit einem
Grad grosser 4 nicht mit Wurzeln ausdriicken lassen, dass es also keine Auflésungsformel wie
bei der quadratischen Gleichung gibt. Dieses eher negative Resultat geht zuriick auf den nor-
wegischen Mathematiker Niels H. Abel und den franzosischen Mathematiker Elvariste Galois,
die beide sehr jung starben (Abel mit 26 Jahren an Tuberkulose und Galois mit 21 Jahren bei
einem Duell).
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Fiir die Praxis ist heutezutage das Fehlen von Auflésungsformeln unwichtig, denn schon ein
Schultaschenrechner kann problemlos gute Néhrungswerte von Losungen finden. Dabei sind
Existenzséitze wie etwa der Fundamentalsatz von zentraler Bedeutung, denn diese stellen si-
cher, dass die Niherungsmethoden ans Ziel fithren. Exakte Losungen spielen vor allem bei
theoretischen Untersuchungen eine wichtige Rolle. So kann beispielsweise beim Vorliegen einer
exakten Losung der Grad einer Gleichung durch sogenanntes Abspalten eines Linearfaktors
um 1 reduziert werden. Wir erldutern am Beispiel:

Beispiel Abspalten eines Linearfaktors

Wir betrachten folgende Gleichung 3. Grades:

2 4+a224+x-3=0.

Offensichtlich ist x =1 eine Losung dieser Gleichung. Wir dividieren‘n den ng
term mit Hilfe des bekannten Divisionsalgorithmus durch —1 (z mi Osung se
Division kann auch mit Hilfe des TR, durchgefiihrt werden:

(B +22+2-3):(x—1)=22+22+3

— (2% —a?)
222 + 2 —3
—(22% — 27)
3z —3
—(3z — 3)
0
Die Divivision geht auf. Somit ldsst sich Gleichung wie folgt schreiben:
(22422+43)(x—1) = 0. Fiir das Auffin i ngen (falls vorhanden) kann man
den Linearfaktor x—1 weglassen, sich also i adratische Gleichung z2+4-2x+3 =

nante der quadratischen Gleichu
ren Losungen.

Die ganze Vorgehenswei inem allgemeinen Satz iiber die Linearfaktorzerlegung,
den wir ohne Beweis angeb

Satz (iiber die legung). Ist z¢ Losung einer Gleichung n-ten Grades
12" P+ asx® + a1z +ag =0,

so ist der lifiks de Term durch den Linearfaktor x —xg teilbar, d.h. man kann z—=x( ab-

gibt sich leicht eine Aussage iiber die Anzahl der Losungen:

Begriindung: Sukzessives Abspalten fiihrt auf héch-
rfaktoren. So hat beispielsweise eine Gleichung 3. Grades hochstens 3 Losungen,
leichungsterm lésst sich in hochstens 3 Linearfaktoren zerlegen (im obigen Beispiel
r eine Zerlegung mit dem einen Linearfaktor x —1 mdoglich).

ie aber bekommt man exakte Losungen, um dann zugehorige Linearfaktoren abspalten zu
konnen? Das blosse Raten funktioniert natiirlich nur in ganz speziellen Situationen. In der
Praxis ist man manchmal in der komfortablen Lage, Losungen direkt der Problemstellung ent-
nehmen zu koénnen. Es geht dann nur noch darum, die iibrigen Losungen zu bestimmen.
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D4. Vier Probleme

Im Rahmen der Polynomfunktionen wollen wir jetzt vier Probleme diskutieren, die auch spé-
ter bei weiteren Funktionstypen auftreten werden. Viele Aspekte dieser Probleme sind in der
bisherigen Theorie bereits vorgekommen. Zu jedem Problem finden sich im Folgenden Aufga-
ben (mit Fettstrich markiert). Diese Aufgaben sollten im Unterricht bearbeitet werden (entspre-
chende Leerseiten sind vorhanden). Die Resultate finden sich auf der letzen Seite des Anhangs.

|I. Bestimmung eines Funktionsgraphen|

Gegeben: Funktionsgleichung
Gesucht: Funktionsgraph und damit ein moglichst umfassender Uberblick ii
der Funktion
Haufig spricht man bei diesem Problem von  Kurvendiskussion . Auch wenn d
TR entnommen werden kann, sollte dieser hier beiseite gelegt werden, und dies aus
einen sind die bei der Kurvendiskussion von Polynomfunktionen durchzufiihr
einfach, zum andern gewinnt man viele Einblicke, die spéter helfen, die v
besser zu verstehen. Bei Kurvendiskussionen kénnen je nach Situation folg
(die Punkte 1 und 4 sind bei Polynomfunktionen noch uninteressant):

1. Definitionsbereich
. Symmetrie (insbesondere bzgl. y-Achse oder Urs
. Grenzwerte fiir x gegen +oo und —co — evtl. i er schiefe Asymptote
. Grenzwerte fiir x gegen eine Zahl xg — ¢
. Nullstellen der Funktion — Schnittpu

S =N U

. Nullstellen der 2. Ableitung — W«
8. Weitere spezielle Graphenpunkte

Auch wenn an dieser Stelle Kurvendisk @ esprochen werden, so dienen sie gewohnlich
nur als anschauliches Hilfsmittel, um ein nplexeres Problem besser zu verstehen. Kurvendiskussio-
nen sollten deshalb unter i

Aufgabe 1. f:y
Graph f schneide

sion. In der Praxis kénnen Eigenschaften der gesuchten Funktion in Form von Messdaten vorlie-
ist dann eine passende Funktion zu finden (Modellbildung).

fgabe 3. Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades geht durch den Punkt P(1|—4), hat
den Wendepunkt W (3| —6) und an der Stelle z = 4 eine horizontale Tangente. Bestimme die
Funktionsgleichung.

Aufgabe 4. Der Graph einer Polynomfunktion 5. Grades ist symmetrisch beziiglich des Ur-
sprungs und hat den Wendepunkt W (1|—1). Ausserdem hat er im Ursprung eine Tangente mit
der Gleichung g : y = 6x. Bestimme die Funktionsgleichung.
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Gegeben: Zwei Funktionsgraphen
Gesucht: Winkel, der von den beiden Graphentangenten in einem Schnittpunkt eingeschlos-
sen wird; man spricht vom Schnittwinkel in diesem Punkt.

Die beiden zur Diskussion stehenden Funktionen seien mit f und g bezeichnet. Zunéchst hat man zur
Berechnung der Schnittstellen die Gleichung f(x) = g(x) zu lésen. Ist nun x =z eine Schnittstelle,
so kann ein orientierter Winkel ¢ zwischen den beiden Schnittpunktstangenten bei xy aus deren Stei-
gungswinkeln berechnet werden:

Graph f

P e

Gewohnlich gibt man den positiven spitzen Winkel zwischen den beiden unktstangenten an,
was mit Betragsbildung und allfélliger Ergéinzung auf 180° erreicht wird.

Bekannte Spezialfille:  f'(xo) = ¢’(zg) — Die Graphen hrii sich (Berithrpunkte gelten
als spezielle Schmi g).
' (x0)-g'(x9) = =1 — Die Graphen s senkrecht.

Aufgabe 5. f:y:}le, g:y=x>-3
Bestimme den Schnittwinkel von Graph f und

Aufgabe 6. f:y=1a — 23
Eine Gerade g schneidet Graph f im Ursprun echf. Berechne die andern Schnittwinkel.

Gegeben: Funktionsgleichung
Gesucht: Extremwert leinster Wert) der Funktion.

Die nachfolgende Beschre hensweise ist erst verstindlich nach einer ausfihrli-
chen Besprechung gaben 7-10 (siehe Seite 33).

Gewohnlich muss di
noch gefunden werden. tellen dieser Funktion ist héufig der schwierigste Teil eines Extrem-
ert zunéchst von mehr als nur einer Variablen (Stelle) abhéngen kann;
(kurz HB). Diese Variablen sind jedoch bei den
delt werden, durch sogenannte _ (NB) aneinander gekop-
ie Nebenbedingungen zu finden; dies geschieht etwa durch Anwenden geometri-
Pythagoras, Strahlensitze etc.). Mit Hilfe der Nebenbedingungen (bei zwei Va-
eine, bei drei Variablen sind es zwei usw.) lisst sich dann die Hauptbedingung durch ei-

bt noch, den Extremwert der Zielfunktion zu berechnen. Dabei kann es es zweckmissig sein, vor-
géingig die Zielfunktion zu vereinfachen, denn eine Extremstelle (Stelle mit resultierendem Extremwert)
ibt invariant beim Weglassen eines konstanten Summanden, eines konstanten Faktors oder beim
uadrieren des jeweils noch verbleibenden Funktionsterms (solche Vereinfachungen sind allerdings
wohl iiberlegt vorzunehmen). Von der Zielfunktion oder allenfalls vereinfachten Zielfunktion ist nun die
zu bestimmen. Als Kandidaten kommen in Frage: Die Nullstellen der ersten Ab-
leitung sowie evtl. die Randstellen des relevanten Intervalls (siehe Skizze auf der niichsten Seite). Not-
falls muss man die Funktionswerte bei diesen Stellen vergleichen. Um den Extremwert zu erhalten, ist
die Extremstelle in der Zielfunktion (und nicht etwa in der vereinfachten Zielfunktion) einzusetzen.
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Nebenstehend ist der Graph einer denkbaren Ziel-
funktion (oder vereinfachten Zielfunktion) im In-

terval [a, b] gezeichnet. Von den Stellen a, x1, xa,
r3 und b, die hier als Kandidaten fiir ein Extre- X
mum in Frage kommen, liefert die Nullstelle xq

der ersten Ableitung das absolute Minimum und
die Randstelle b das absolute Maximum (a, 22 und

3 heissen [elative Botremalstellen]). o £ %

Aufgabe 7. Von einem quadratischen Stiick Karton mit der Seitenldnge 6 cm werden an den
Ecken Quadrate mit der Seitenldnge x abgeschnitten. Wie ist x zu wéhlen, damit dex Rest
durch Falten eine Schachtel ohne Deckel mit grosstem Rauminhalt ergibt?

&
=Y

Aufgabe 8. Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck mit halber Basis,r un
Hohe h. Welches einbeschriebene Rechteck hat maximalen Flécheninhay

Aufgabe 9. Gegeben ist ein gerader Kreiskegel mit Grundkreisradius 7 u
einbeschriebene gerade Kreiszylinder hat maximales Volumen? Verg
nem der Aufgabe 8 und kommentiere.

das mit je-

den Strassen.
unkt (2¢|9—1).

Aufgabe 10. Zwei Fahrzeuge A und B bewegen sich auf zwei verschiede
Das Fahrzeug A befindet sich zur Zeit ¢ im Punkt (¢—3|t), das ug B
a. Zeichne im zy-Koordinatensystem die beiden Strassen ei
b. In welchem Punkt S kreuzen sich die Strassen?
c. Wo befinden sich die beiden Fahrzeuge wenn ihr ist, und wie viel ist die-
ser minimale Abstand?
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